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要約： 紙を折る操作を用いて、紙の上に作図を行う手法がこれまでに様々に
研究され、定規とコンパスでは不可能な正多角形の作図も折り紙では可能なこと
が知られている。しかし、折りの公理に含まれる折り方で作図できる正多角形は
限られ、また折り手順は複雑であり、対象とする正多角形ごとに大いに異なる。
本稿では、正多角錐台状の立体形状をはじめに折り出し、そこから正多角形の作
図に必要な角度を抽出することで、任意の正多角形を統一的に作図可能な手法を
示す。

Abstract: Various methods of drawing on paper using the folding op-
eration have been studied, and it is known that regular polygons, which are
impossible with a ruler and compass, can be drawn with origami. However, the
regular polygons that can be drawn using the operations included in the axioms
of foldings is limited, and the folding procedure varies greatly for different regu-
lar polygons, making it complex. In this paper, we present a unified method for
drawing arbitrary regular polygons by first making a pyramidal right polygonal
frustum, and then extracting the necessary angles for drawing regular polygons
from it.
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1 はじめに
定規とコンパスを用いた作図によって、四則演算および開平演算が可能である。
一方で折り紙による作図に注目すると、折りの公理 [5][6]で示される 7通りの折
り操作の組み合わせにより、四則演算と開平演算に加えて開立演算 (3乗根を取る
操作)までが可能である [11]。この性質を用いることで、角の三等分や正 7角形
の作図など、定規とコンパスでは不可能な作図を折り紙によって実現できること
が知られている。しかしながら、正 n角形を作図するにあたっては、それに必要
な情報である中心角 2π

n を作図できる必要があり、折りの公理に示される折り操
作だけで任意の正多角形を作図できるわけではない。
第 2節で紹介するように、正多角形を折り紙で作図する方法は様々に研究さ

れてきたが、それらは紙を平坦に折る操作に対象を限定しており、作図のための
手順は一般化されておらず煩雑である。本稿では、折り紙の立体構成能力に注目
し、折り紙の作図アプローチを三次元に拡張し経由することで正多角形を作図す
る手法を提案する。提案手法では正多角錐台を折ることを行うが、その詳細は第
3節および第 4節で述べる。この手法により、任意の正多角形を統一的な方法で
作図することが可能である。第 5節では、本稿のまとめとともに、残された問題
について述べる。

2 折り紙による正多角形の作図
3以上の自然数 nに対して、cos 2π

n が作図可能であれば中心角
2π
n が作図でき、

そこから正 n角形が作図できる。四則演算、開平演算、開立演算の組み合わせで
この値を求めることができる nは、自然数 x,y,k を用いて n = 2x3yp1p2...pk 　
(p1p2...pk は自然数 i,j を用いて 2i3j + 1で与えられるピアポント素数)で表され
るものに限ることが知られている [7][3]。このような nは無数に存在するが、す
べての自然数に当てはまるわけではない。作図不可能な正多角形は小さい順に、
正 11角形、正 22角形、正 23角形、正 25角形…と続く。作図可能な正 n角形に
対して、統一的な折り手順が存在するわけではなく、nの値に応じた折り手順が
個別に考案されている。たとえば、正 7角形と正 9角形の折り方が Huzita[4]に
よって示されている。また、正 7角形を対象とした、計算機を用いた折り手順の
可視化と、その手順の妥当性の自動証明が Robuらによってなされている [9]。
折りの公理には含まれない「n-fold」という複数の折り線を同時に決定するよ

うな折り操作を用いると 5次方程式以上も解けることが知られており [2]、実際に
2-fold折りを用いた正 11角形の作図法が Luceroによって示されている [7]。ただ
しこの手法では、複数の点または直線を同時に扱う必要があり、実際の折り操作
で目的の作図を行うことは極めて難しい。
立体を折り出し、それを用いて正多角形を作り出す案は、図 1に示すように∗、

過去に笠原によって「正多角形定木」として提案されたものがある。笠原の案で
は 1枚の紙で正多角錐を作り、それを他の紙に形を写す定規として使用する。こ
の正多角錘は底面を持たないため変形の自由度があることと、正多角形を折り出
すのとは別に、定規を折り出すための紙が必要である点に課題がある。Royoら
も同様に正多角錘を折り出し、それにねじり折りを加えることで剛性を保証した
ものを定規として使用する方法を提案している [10]。本稿で提案する手法では作

∗前川淳提供、出版年不明（1990 年ごろ）
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成した正多角錐に対して沈め折りを適用することで剛性を保証している点と、そ
れを構成する紙自身に正多角形を作図する（つまり別の紙を使用しない）という
特徴がある。

図 1: 正多角形定木を用いた正多角形の作図方法（笠原邦彦著 『シルバー矩形』より）

　

3 3次元的アプローチ
折りの角度を 180度に限定しないことで、立体形状を折り紙で作り出すことがで
きる。このような 3次元的なアプローチは、折り紙による造形で広く用いられて
おり、折り操作後の形状を平坦なものに限定する従来のアプローチよりも得られ
る形の自由度が高いという利点がある。提案手法では、正 n角形を折り出すため
に、まず正 n多角錐台を折り出し、対象とする正多角形をその底面で表現するこ
とを行う。その際に、沈め折りを用いることで、折り出される形状が変形の自由
度を持たないようにする。以降では、提案手法の詳細を述べる。

3.1 正多角錐の構成
はじめに、正方形の紙 Sから正多角錐を折り出すことを考える。一般性を失わず
に、正方形の 1辺の長さは 2であるものとする。また、正多角錘の辺の数 nが偶
数の場合は、nから素因数 2を除いたものを作図し、平面に作図したのちに角の
2等分を繰り返すことで目的の形が得られるため、以降では nが奇数であること
を前提として説明を行う。また、ここでは図 3(c)に示すように、正多角錐の側面
のみを紙で作るものとし、底面は無い状態を考慮する。
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まず、a を n ≤ 2a を満たす最小の自然数とし（天井関数の表記を用いると
a = �log2 n� である。）、正 2a角形の作図を行う。正多角形の作図条件から、角度
2π
2a の作図可能性を考える必要があるが、折りの公理 3により、交差する 2直線に
対してそれらを重ね合わせる操作をすることで角の二等分線を作図できることか
ら、これが作図可能であることは明らかである。ここで構成した 2π

2a の角度を S
の中心に敷き詰め一周させることで、中心を 2a に等分できる。S の一辺の長さ
の半分（長さ 1）を、中心から各分割方向にとり、その点を結ぶことで図 2のよ
うな正 2a 角形を作図できる。n = 2a のときには、これで操作が終了する。以降
は、n < 2a のときの手順である。

図 2: 正 2a 角形の作図（a = 3の例）

図 2に示される、S の中心を共有する合同な 2a 個の二等辺三角形のうち、n
個を用いて図 3(a)(b)(c)の要領で正 n角錐を折り出す。図では省略されているが、
この際に 2a −n個の余剰な三角形は角錐の内部に折り込むものとし、後に詳しく
記述するが多角形の外側の領域は谷折りによって立体的に折り返しておく。

(a)平面状態 (b)立体を構成する途中 (c)正 n角錐

図 3: 正 n角錐の構成

3.2 正 n角錐の形状の幾何的性質
正 n角錐の底面を構成する頂点を P0, P1, ...Pn−1 とする。PkPk+1 間の距離は一
定である。また、図 3(a)から (c)に変形する過程で、底面に外接する円の半径は
小さくなる。図 3(c) のように側面のみから構成される多角錐には変形の自由度
があるが（第 4節で詳しく述べる）、ここでは各点 Pk は同一平面上にあり、正多
角錐を構成しているものとして議論を進める。
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図 3(a) に示す平坦な状態が 3次元直交座標系の xy平面上に存在するものと
し、正 2a角形の中心角を θ、中心位置を原点とすると、図 3(a)におけるPkの座標
は (cos(kθ), sin(kθ), 0)で与えられる。図 3(c)に至る過程では、Pkの乗る円の半径
が小さくなることを考慮すると、Pkの座標は (r cos(kθ), r sin(kθ), 0), (0 < r < 1)
で表すことができる。
以下では図 3(c)の正 n角錐を構成する幾何学要素の性質について考察する。

【正多角錐の底面多角形の 1辺の長さ】 正 2a 角形の中心角 θは

θ =
2π

2a
(1)

であり、底面に外接する円の半径は 1であるため、余弦定理により 1辺の長さは、

s = (2− 2 cos θ)
1
2 (2)

と表せる（図 4(a),(b)）。

図 4: 正多角錐を構成する三角形

【正多角錐の底面が内接する円の半径】 正多角錐の底面に注目すると、中心角
φは 2π

n であり、1辺の長さは式 (2)から変わらず sであるから、内接する円の半
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径は余弦定理から

r =

(
1− cos θ

1− cosφ

) 1
2

(3)

と表せる（図 4(b),(c)）。

【正多角錐の高さ】 正多角錐の高さ hはピタゴラスの定理より求められる。母
線の長さが 1で、底面の半径が式 (3)の rであるから、

h =
(
1− r2

) 1
2

=

(
1− 1− cos θ

1− cosφ

) 1
2

(4)

と表せる（図 4 (c)）。
以上より、正 n角錐の幾何学的な性質を表す値、θ,φ,s,r,hはすべて変数 nの

みを用いて以下のように表すことができ、底面を構成する頂点 Pk の各座標もそ
れらから算出できる。

3.3 立体沈め折りによる正多角錐の形状の固定
前節で述べた操作で作られた多角錐は (1)底面となる多角形の全ての辺の長さが
等しい、(2)錐体を構成する全ての母線の長さが等しい、という 2つの条件のみ
が満たされている状態である。この場合、底面を構成する頂点 Pi が、角錐の頂
点Oを中心とする半径 1の球面 α上にある（図 5）という条件を満たしながら移
動できるため、多角錐は変形できる（多角錘の底面を構成する頂点を、節点数 n
の環状の球面リンク機構を構成するものと見なすことができる）。

図 5: 底面を構成する頂点が球に内接する様子

前節までは簡明のために正多角錐と呼んでいたが、このように、必ずしも正多
角錐の形状が得られるとは限らない。この多角錐の頂点Oのステラジアンが最大
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になるときのみ正多角錐となる。このような変形の自由度があると、実際に紙を
折ることで作図を行った結果の一意性が保証されない。そこで、この問題を解決
するために、正多角錐を底面に平行な面で分割した上部（頂点を含む側）を鏡映
反転させる操作によって変形の自由度を無くし、形状を固定することを行う。以
降では、この操作を「立体沈め折り」と呼ぶ。このような立体沈め折りによって、
多角錐の形状を正多角錐台の状態に固定できることを以降で示す。

(a) 立体沈め折りを行う前の様子 (b) 立体沈め折りを行った後の様子

図 6: 立体沈め折り操作

図 6(a)のように、展開図における角錐の母線OPk 上に、それを t : 1− t(0 <
t < 1)に内分する点 P ′

k を配置し、それらを線分 P ′
kP

′
k+1で結ぶ（t = 1

2 とすれば
容易に折り出すことができる）。この折り線を用い、角錐 (図 6(a))の頂点Oを沈
め折りすることで、角錐台の形状（図 6(b)）を作成する（実際の折り操作では、
角錐を構成してから上部を押し込むのではなく、図 3における立体化の時点で上
部を折り返した状態に折るのがよい）。
このとき、沈め折りによって反転された側は錐体 C ′ を成す。C ′ の頂点を O′

とすると、C ′ の底面を構成する頂点 P ′
k は O′ を中心とする半径 tの球面 β 上に

存在する。また一方で、沈め折りする前の状態において P ′
k は、錐体の頂点 Oを

中心とする半径 tの球面 α上に存在していた。そのため、P ′
k は球面 αと球面 β

によって拘束され、この 2つの球の交差円上に存在する。そのため、P ′
kを結んだ

多角形は、半径 rtの円上に定まり、これは正多角形に限られる (図 7)。そして錐
体 C ′ は正多角錐であることもわかる。
一方、元の多角錐は、鏡映反転して得られた正多角錐 C ′を、鏡映反転するま

えの状態に戻した正多角錐と相似（相似比 1 : t）であるから、元の多角錐も正多
角錐に固定されることがわかる。このとき、立体沈め折りをした後の立体（正多
角錐台）の側面は脚の長さが 1− t、上底が rt、下底が sの等脚台形である。

4 正多角形の作図に必要な角度の抽出
前節では、立体沈め折りを適用することで正 n角形を底面とする正多角錐台を構
成できることを示した。本節では、平面に正 n角形を折り出すために必要な 2π

n
という角度を、この立体から抽出し平面に写し取る方法を示す。
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(a) 多角錐に沈め折りを行った展開図 (b) 2 つの球の交差

図 7: 立体沈め折りを行った展開図と 2つの球の交差

そのための準備として、正方形の対辺を合わせるようにして半分に折ること
で 1 : 2の比率をもつ長方形を作成する。この長方形の半分の領域の正方形に対
して、前節で述べた正 n角錐台を折り出すことを行う。その展開図は図 8(a) の
ようになり、折った後の形は 図 8(b) のようになる（角錐台の底部は上に向けて
折り返している）。
続いて、図 8(c)の (A)、(B)で示す領域を、その内側に存在する角錐台の側

面に重なるように折ることで、紫の三角形で示すヒダを作成し、このヒダを側面
に重なるように倒す（倒す方向は左右のどちらでもよいが、図では向かって左側
に倒す様子を矢印で示している）。続いて、沈め折りで得られる断面正多角形の
辺が乗る直線（図 8(d)の L）で、ヒダを水平な状態に折り倒す。これは、ヒダを
断面正多角形の向かい側の辺にあたるまで倒すことで実現できる。ヒダに隣接す
る面は直方体の箱のラッピングのときの要領で一緒に折りたたんでしまう。さら
に、図 8(e)に示すようにヒダの先端を断面正多角形の向かいの辺が乗る直線（図
中のM）で、反対側の側面に沿って下側へ折り倒す。
このようにした後で、これをすべて開くと、ヒダに相当する個所に図 8(e)の

LおよびM の 2辺の折り目がつけられた状態となる。この 2辺の成す角 θは、以
下の理由から π

n である。nを奇数に限っているため、直線 Lから最も離れた位置
にある断面多角形の頂点が 1つ（P）に決まる。Pを通り Lに平行な線を置くと、
P における外角 2π

n を 2分した π
n が得られる。図 8(f)の角度 θは、これの錯角で

あるから、この値も同じ π
n である。

直線 LとM の交点でを Qとし、この点を元の紙の中心を重ねるように折る
ことで、紙の中心に角度 π

n を写し取ることができる。この 2倍角である 2π
n が正

n角形の中心角であるから、この角度を紙の中心周りに一周させて複製し、中心
から同一距離にある点を取ってそれらを結ぶことで正 n角形を構成できる。
以上が 1枚の紙を用い、正多角錘台を折り出すことを経由して正 n角形を折

り出す手順である。
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(a) 長方形から正角錐台を折り出す展開図 (b) 沈め折りを底部にも適用した状態 (一部省略)

(c) ヒダの折り出し (d) 断面正多角形の辺を軸とする回転動作

(e) 断面正多角形の辺での折り倒し (f) 二辺のなす角

図 8: 2次元への投影
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5 まとめと今後の課題
正多角錐台という立体形状を折り出す操作を経由することで、任意の正多角形を
1枚の紙から作図する手法の提案を行った。その際に用いた「立体沈め折り」によ
る剛性の保証は、底面の無い任意の凸角錐の剛体化手法としても有用となりうる。
また、任意の正多角形を作図できることは、紙を複素平面と見た時に任意の

自然数 nに対して、1の n乗根を座標として作図できることに相当する。従って、
本稿で用いた手法では、1の冪根と有理数を用いた四則演算で表せる数が作図可
能である。これらのより精密な議論は Royoらによってなされている [10]。また、
本稿で提案するような立体形状を含む折り方についてより厳密に議論するために
は、平坦折り紙における折りの公理に相当する、立体的に折る操作の公理を定め
る必要がある。提案手法では、面と面が重なるように折る操作、面が辺に重なる
ように折る操作などが含まれるため、これらを含む折り操作の形式的な扱いが今
後の課題といえる。
提案手法における nの値に依存する折りの手順は、はじめの正 2a 角形（a =

�log2 n�）の作図と角度の抽出、そして最後の正 n角形の作図であり、その他の
折り操作は定数回である。正 2a角形は中心を 2等分する折り方を a回繰り返し、
辺を作る操作を 1回行ってから開くことで作図できるため、a + 1回の折り操作
で可能である。角度を抽出した後に正 n角形の輪郭を作図する操作は、nの定数
倍の操作で実現できる。以上のことから、提案手法で正 n角形を折り出すために
必要な折り操作は O(n)の折り回数であると言える。折り回数の最小値に対する
より精密な議論のためには、立体的に折る操作に対する折り回数の数え方を定め
る必要があるため、これは今後の課題である。
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